4.3. Síkbeli alakzatok, Háromszögek

Elmélet:

A háromszögek csoportosítása: 

	Szögek szerint
	Oldalak szerint

	- hegyesszögű 

(a legnagyobb szöge 90o-nál kisebb)

- derékszögű

(a legnagyobb szöge 90o-os)

- tompaszögű

(a legnagyobb szög 90o és 180o közötti)
	- általános

   (minden oldala különböző hosszúságú)

- egyenlőszárú

   (két oldala egyenlő hosszúságú)

- szabályos; egyenlő oldalú

  (minden oldala egyenlő hosszúságú)


Oldalösszefüggések (háromszög egyenlőtlenség):
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Szögek kapcsolata:
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Szögek és oldalak kapcsolata:
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Nevezetes vonalak:

· oldalfelező merőleges: az oldal felező pontján keresztül az oldalegyenesre merőleges egyenes

· szögfelező: a háromszög egyik belső szögét felező egyenes

· magasságvonal: a háromszög egyik csúcsán keresztül a szemközti oldal egyenesére állított merőleges egyenes

· súlyvonal: a háromszög egyik csúcsát a szemközti oldal felezési pontjával összekötő egyenes

· középvonal: a háromszög két oldalfelezési pontját összekötő szakasz

· körülírt kör: a háromszög csúcsain átmenő kör, melynek középpontja a háromszög oldalfelező merőlegeseinek metszéspontja

· beírt kör: a háromszög oldalait érintő kör, melynek középpontja a háromszög szögfelezőinek metszéspontja

Speciális háromszögek tulajdonságai:

· szabályos háromszögben: minden oldal egyenlő

minden szög 60o-os

az oldalfelező merőleges, a szögfelező, a magasságvonal és a súlyvonal egybeesik

a magasság az oldal felének 
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-szorosa; 
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a beírt kör sugara a magasság harmada: 
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a köré írt kör sugara a magasság kétharmada: 
[image: image7.wmf]3

3

a

R

=


· egyenlőszárú háromszögben: két oldal egyenlő (szárak)

alapon fekvő szögek egyenlőek

alappal szemközti szög a szárszög, melyet felez az alaphoz tartozó magasság

az alaphoz tartozó magasság felezi az alapot

· derékszögű háromszögben: a 90o-os szög szárai a befogók, a vele szemközti oldal az átfogó

a két hegyesszög összege 90o
a köré írt kör középpontja az átfogó felezőpontja

Tételek:

Pitagorasz-tétel: Bármely derékszögű háromszögben a két befogó négyzetének összege egyenlő az átfogó négyzetével.  a2+b2=c2 (a és b befogók, c átfogó)

Pitagorasz-tételének megfordítása: Ha egy háromszögben két oldal négyzetének összege egyenlő a harmadik oldal négyzetével, akkor az a háromszög derékszögű.

Magasságtétel: Bármely derékszögű háromszögben az átfogóhoz tartozó magasság mértani közepe az átfogó két szeletének.
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Befogótétel: Bármely derékszögű háromszögben a befogó mértani közepe a befogó átfogóra eső merőleges vetületének és az átfogónak. 
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Szögfelező tétel: A háromszög belső szögfelezője a szemközti oldalt a szomszédos oldalak arányában osztja. a/b=x/y (x+y=c)

Súlyvonalak osztásaránya: A háromszög súlyvonalai egy pontban metszik egymást, ez a súlypont. A súlypont a súlyvonalat a csúcstól számítva 2:1 arányban osztja.

Középvonal: A háromszög középvonala párhuzamos a nem felezett oldallal és fele akkora. ka=a/2, kb=b/2, kc=c/2.

Feladatok:

1. Kétágú létra szárainak a hossza 2,9 méter, a nyitott létra talajon álló végeinek a távolsága 2 méter. Milyen magasan van a létra teteje?

2. Egy háromszög belső szögeinek aránya 1:3:5. Mekkorák a háromszög szögei?

3. Mekkora a szabályos háromszög magassága, ha 6cm-rel rövidebb az oldalánál?

4. Egy derékszögű háromszög átfogója 8 egység, az átfogóhoz tartozó magassága 
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 egység. Mekkorák a háromszög oldalai?

5. Az egyenlő szárú háromszög alapon fekvő szögének 4-szerese a mellette fekvő külső szög. Mekkorák a háromszög szögei?

6. Egy 25 m széles úton két szemközti ház közé azonos magasságban kifeszített acélhuzalra középre egy villanylámpát függesztünk, amelynek a „belógása” 70 cm. Milyen hosszú a huzal?
1.1. Halmazok

Elmélet:

A halmaz a matematikában nem definiált alapfogalom. A halmazt alkotó dolgokat a halmaz elemeinek nevezzük.

Halmazok megadása:

· elemeinek felsorolásával, pl. A={a,b,d,x,z}

· a halmaz elemeire jellemző közös tulajdonság szöveges megadásával,

 pl. B={prímszámok}

· képlet segítségével (egy alaphalmazzal és egy tulajdonsággal),

 pl. C={n2|0<n<10 és nЄN}

Két vagy több halmaz akkor egyenlő, ha az elemeik megegyeznek.

Az A és B tetszőleges halmazok esetén A halmaz a B halmaz részhalmaza 
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, ha az A halmaz minden eleme a B halmaznak  is eleme.

Az üres halmaz Ø,  nem tartalmaz egyetlen elemet sem.

Egy A halmaz számosságán |A|, elemeinek a számát értjük. Az A halmaz véges, ha véges sok elemet tartalmaz; és végtelen, ha elemeinek száma végtelen.

Halmazműveletek: 

· unióképzés (egyesítés):
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· metszetképzés (közös rész keresés):
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· különbségképzés (kivonás):
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· komplementer halmaz:


[image: image15]
Feladatok:

1. Ismertesse Venn-diagramm segítségével az ismert számhalmazok közötti kapcsolatokat!

2. Egy osztályban 33 tanuló van. Angolul és németül tanulnak, és mindenki tanulja legalább az egyik idegen nyelvet. Angolul 25-en tanulnak, mindkét idegen nyelvet pedig 9-en tanulják. Hányan tanulnak németül?

3. Adott két halmaz A={3;4;5;6} és B={10-nél kisebb prímszámok}. Adja meg a következő halmazokat: 
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4. Legyen A tetszőleges halmaz! Mi az eredménye a következő műveleteknek? 
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5. Legyen A a 42 prímosztóinak, B pedig a 30 prímosztóinak halmaza. Adja meg A-t és B-t az elemeik felsorolásával! Határozza meg az 
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 halmazt!
1.2. Matematikai logika

Elmélet:

A kijelentés (állítás, ítélet) fogalma: Azokat a kijelentő mondatokat, amelyekről egyértelműen eldönthetjük, hogy logikai értékük igaz, vagy hamis kijelentéseknek nevezzük.

Logikai műveletek és értéktáblázatuk:

	P
	┐P

	i
	h

	h
	i


 - tagadás (negáció): ┐P


- és (konjunkció): P
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- vagy (diszjunkció): P
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- következtetés; ha…, akkor… (implikáció): P→Q

	P
	Q
	P→Q

	i
	i
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	i
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- akkor és csak akkor (ekvivalencia): P
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Logikai kvantorok: 

- létezés (van olyan; legalább egy olyan elem van, amire igaz): 
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- univerzális (bármely; minden elem olyan tulajdonságú): 
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Feladatok:
1. Készítse el az alábbi formulák logikai értéktáblázatát!

a, 
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2.   Tagadja a következő kijelentéseket!

Minden érettségi feladat bonyolult.

Létezik megoldhatatlan matematika feladat.

Szeretem a fehér kiscicákat.

Esik az eső és fúj a szél.

3. „Ha egy természetes szám nullára végződik, akkor osztható 5-tel.” Fogalmazza meg a fenti állítás megfordítását! A megfordítás igaz vagy hamis?

4. A napközisek uzsonnához készülődnek: vajas kenyér lesz kakaóval. Három gyerek a következőket mondta: 

Anna: Sem a vajas kenyeret nem eszem meg, sem a kakaót nem iszom meg.

Botond: Megeszem a vajas kenyeret és megiszom a kakaót.

Dani: Megeszem a vajas kenyeret vagy megiszom a kakaót.

Legyen P=megeszi a vajas kenyeret; Q=megissza a kakaót. A gyerekek kijelentéseit írja fel P és Q segítségével, használva a logikai műveleteket!

Négyféle tény következhet be az uzsonna során: az illető gyerek

1. megeszi a vajas kenyeret, megissza a kakaót

2. megeszi a vajas kenyeret, nem issza meg a kakaót

3. nem eszi meg a vajas kenyeret, megissza a kakaót

4. nem eszi meg a vajas kenyeret, nem issza meg a kakaót.

Töltse ki az alábbi táblázatot „i” és „h” értékekkel aszerint, hogy melyik gyerek esetén melyik tény lesz igaz vagy hamis!

	
	A
	B
	D

	1.
	
	
	

	2.
	
	
	

	3.
	
	
	

	4.
	
	
	


5. Hárman beszélgetnek: X, Y és Z. X azt mondja: „Y hazudik.” Y azt mondja: „Z hazudik.” Z azt mondja: „X hazudik és Y is hazudik.” Ki mond igazat és ki hazudik?

6.   Tegnap este András hangversenyre ment, Béla Olgával töltötte az estét, Csaba nem is látta Rozit, Panni moziban volt, Rozi viszont színházban. A társasághoz tartozik még Dezső és Sári. Minden fiúnak egy-egy lánnyal volt közös programja. Az egyik pár kiállításon volt. Ki kivel volt és hol?

1.3. Kombinatorika

Elmélet:

A faktoriális (!) értelmezése: n! az 1-től n-ig terjedő pozitív egész számok szorzata.
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1!=1

0!=1

Permutáció: Egy halmaz elemeinek különböző sorrendben való elhelyezése.

Legyen adott egy n elemű halmaz, ahol nЄN+.

Ismétlés nélküli permutáció, ha az n elem mind különböző. Az összes lehetséges sorrend száma ekkor Pn = n!

Ismétléses permutáció, ha az n elem közül k1, k2, …ks darab egyforma. Az összes lehetséges sorrend száma ekkor 
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Binomiális együttható: 
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     (kiolvasása: n alatt k)    n Є N+, k Є N+
Kombináció: Egy halmaz elemeiből néhány, véges számú elemnek különböző módon való kiválasztása. ( n elem közül k darab kiválasztása)

Ismétlés nélküli kombináció, ha az n elem mind különböző és egy elemet csak egyszer választunk ki. Az összes lehetséges kiválasztás száma: 
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Variáció: Egy halmaz elemeiből néhány, véges számú elemnek különböző módon való kiválasztása és ezek sorba rendezése. ( n elem közül k darab kiválasztása és sorba rendezése)

Ismétlés nélküli variáció, ha az n elem mind különböző és egy elemet egyszer veszünk ki, hogy sorba rakjuk. Az összes lehetséges eset száma: 
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Ismétléses variáció, ha az n különböző elem közül k elemet úgy választunk ki, hogy egy elemet többször is kiválasztunk. Az összes lehetséges eset száma: 
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Feladatok:

1. Egy versenyen 12-en vesznek részt. Hányféleképpen alakulhat ki a végső sorrend, ha csak az első hármat rangsorolják?

2. Hányféle sorrendben lehet négy különböző könyvet a könyvespolcra egymás mellé tenni?

3. Egy osztályban 30 tanuló van. Hányféleképpen választhatnak ki a tanulók közül egy kéttagú küldöttséget?

4. Hány háromjegyű, néggyel osztható szám készíthető az 1; 2; 3; 4-es számjegykártyákból, ha mindegyikből csak egy - egy darab van?

5. A 200 méteres mellúszás döntőjében nyolcan indulnak.

a) Hányféle beérkezési sorrend lehetséges?

b) Hányféle dobogós sorrend lehetséges?

6. Számítsa ki a 
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 értékét!

7. Négy jó barát moziba ment. Egymás mellé vettek jegyet. Hányféleképpen ülhetnek le, ha kettő közülük mindenképpen egymás mellett akar ülni?
1.4. Gráfok

Elmélet:

A gráf fogalma: pontokból és vonalakból álló síkbeli alakzat a gráf.

A pontok a gráf csúcsai, vagy szögpontjai; a pontokat összekötő vonalak a gráf élei.

Az egy pontba futó élek számát a pont fokszámának nevezzük. Az egyes pontok fokszámának összege adja a gráf fokszámát.

Hurok: olyan él, amelynek mindkét végpontja ugyanaz a pont. 


[image: image41]
Többszörös él: két csúcsot több él köt össze.


[image: image42]
Egyszerű gráf: olyan gráf, amelyben nincs sem hurok, sem többszörös él.


[image: image43]
Összefüggő gráf: olyan gráf, amelynek bármely pontjából eljuthatunk élek mentén bármely más pontjába.


[image: image44]
Út az élek olyan egymáshoz csatlakozó sorozata, amely egyetlen ponton sem megy át kétszer.

Kör: olyan út, amely visszatér a kiindulási pontba.


[image: image45]
Fa: az összefüggő, egyszerű, körmentes gráf.


[image: image46]
Feladat:
Rajzoljon olyan ötpontú gráfot, amelyben az egyes csúcsokból induló élek száma

a) 2; 2; 2; 2; 2

b) 2; 2; 2; 3; 3

c) 2; 2; 3; 3; 3

2.1. Alapműveletek

Elmélet:

Alapműveletek: összeadás, kivonás, szorzás, osztás

Műveleti tulajdonságok: - az összeadás és a szorzás kommutatív
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- az összeadás és a szorzás asszociatív
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- az összeadás és a szorzás egymásra nézve disztributív
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2.2. Számelméleti ismeretek
Elmélet:
Természetes számok: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, …..               A halmaz jele: N

Egész számok: ….-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4, ….                                A halmaz jele: Z

Osztó fogalma: Legyen a és b tetszőleges pozitív egész szám. A b szám osztója az a számnak, ha van olyan c pozitív egész szám, amellyel b-t szorozva a-t kapunk. 
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 Jelölése: b│a (b osztója a-nak; a osztható b-vel). A 0 sohasem lehet osztó.

Közös osztó: az olyan pozitív egész szám, amely két vagy több pozitív egész számnak is osztója.

Többszörös fogalma: Legyen a és b tetszőleges pozitív egész szám. Az a szám többszöröse a b számnak, ha van olyan c pozitív egész szám, amellyel b-t szorozva a-t kapunk. 
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Közös többszörös: az olyan pozitív egész szám, amely két vagy több pozitív egész számnak is többszöröse.

Prímszámok: azok a természetes számok, amelyeknek pontosan két osztójuk van (az 1 és önmaga).      Prímek: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, …

Összetett számok: azok a pozitív egész számok, amelyeknek legalább három osztójuk van.

Relatív prímek: azok a pozitív egész számok, amelyek legnagyobb közös osztója az 1.

A számelmélet alaptétele: Minden összetett szám a tényezők sorrendjétől eltekintve egyértelműen felbontható prímtényezők szorzatára. 

Legnagyobb közös osztó: A közös osztók közül a legnagyobb. Jelölés: (a;b). Meghatározása: A számokat prímtényezőkre bontjuk, vesszük az összes közös prímtényezőt az előforduló legkisebb hatványkitevőkkel és összeszorozzuk őket.

Legkisebb közös többszörös: A közös többszörösök közül a legkisebb. Jelölés: [a;b]. Meghatározása: A számokat prímtényezőkre bontjuk, vesszük az összes prímtényezőt az előforduló legnagyobb hatványkitevőkkel és összeszorozzuk őket.

Oszthatósági szabályok:

0-val egyetlen szám sem osztható, de minden szám osztója a nullának.

1-gyel (és önmagával) minden szám osztható

2-vel akkor osztható egy szám, ha az utolsó számjegye páros (a végződés: 0, 2, 4, 6, 8)

3-mal akkor osztható egy szám, ha a számjegyeinek összege osztható 3-mal

4-gyel akkor osztható egy szám, ha a két utolsó számjegyből alkotott szám osztható 4-gyel

5-tel akkor osztható egy szám, ha 0-ra vagy 5-re végződik

6-tal akkor osztható egy szám, ha 2-vel és 3-mal is osztható

8-cal akkor osztható egy szám, ha a három utolsó számjegyéből alkotott szám osztható 8-cal

9-cel akkor osztható egy szám, ha számjegyeinek összege osztható 9-cel

10-zel akkor osztható egy szám, ha az utolsó számjegye 0.

Számrendszerek:

A számrendszerekben a számok felírása helyiértékek alapján történik. A tízes számrendszerben az egyes helyiértékeken  a következő számok szerepelhetnek: 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. (10-zel való osztásnál ilyen maradékok jöhetnek létre.) Például a 24378 helyiértékes felírása:

	104
	103
	102
	101
	100

	 2
	4
	3
	7
	8


Kettes számrendszerben a helyiértékeken 0 vagy 1 szerepelhet (ezek a 2 osztási maradékai). Így például a tízes számrendszerbeli 22-es szám a kettes számrendszerben 10110 alakú.
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2.3. Racionális és irracionális számok
Elmélet:
Racionális számok: azok a számok, amelyek felírhatók 
[image: image52.wmf]b

a

 alakban, ahol a és b tetszőleges egész szám, de 
[image: image53.wmf]0

¹

b

.    A halmaz jelölése: Q.

Irracionális számok: azok a számok, amelyek nem írhatók fel két egész szám hányadosaként. A halmaz jelölése: Q*.     Irracionális számok: 
[image: image54.wmf],
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2.4. Valós számok
Elmélet:
A racionális és az irracionális számok halmazának unióját valós számok halmazának nevezzük. Jelölése: R.  A valós számok és a számegyenes pontjai között kölcsönösen egyértelmű hozzárendelés létesíthető. A valós számok bizonyos részhalmazait, a számegyenes részeit intervallumoknak nevezzük. A valós számkör felépítése: 
[image: image55.wmf]*
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Abszolút érték definíciója: Legyen a valós szám. Az a szám abszolút értékén, azaz 
[image: image56.wmf]n
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 a következőt értjük 
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Számok normálalakja: kéttényezős szorzat, melynek első tényezője 1 és 10 közötti szám, második tényezője pedig 10 megfelelő kitevőjű hatványa.

Feladatok:
1. [image: image375.wmf]b
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A 200202X4 számban az X helyére írjon olyan számjegyet, hogy a kapott nyolcjegyű szám osztható legyen 12-vel!

2. Milyen számot írjunk az „a” helyére, hogy 32551a osztható legyen 18-cal?

3. Írja fel az alábbi  számok normálalakját: 0,000173; 58200000; 
[image: image58.wmf]582
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4. Határozza meg a következő számok ellentettjét, abszolút értékét, majd az eredeti számokkal együtt rendezze ezeket növekvő sorrendbe! Tegye közéjük a megfelelő relációs jeleket!   -1,5;     0;     6;     -0,25;    -2

5. Egy utat egyik felén fasor szegélyez, a fák 12 méterenként követik egymást. Az út másik oldalán 30 méterenként lámpaoszlopok vannak. Egy helyen éppen egymással szemben áll egy fa és egy oszlop. Milyen távolságonként ismétlődik meg ez a „találkozás”?
2.5. Hatvány, gyök, logaritmus

Elmélet:

A hatvány fogalma: Legyen az a tetszőleges valós szám és n tetszőleges pozitív egész szám. Az a-nak az n-edik hatványa olyan n tényezős szorzat, melynek minden tényezője a.
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   (n db)        a: alap, n: kitevő

Hatvány értelmezések:
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A hatványozás azonosságai:

Egyenlő alapú hatványok:
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Egyenlő kitevőjű hatványok:
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Hatvány hatványozása:       
[image: image63.wmf](
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Hatványok összevonása (összeadás, kivonás): Csak egynemű hatványokat (az alapok azonosak, és a kitevők is azonosak) lehet összeadni és kivonni úgy, hogy az együtthatókat összeadjuk illetve kivonjuk és a hatványt változatlanul leírjuk.
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A négyzetgyök fogalma: Legyen az a nemnegatív valós szám. Négyzetgyök a jelenti azt a nemnegatív valós számot, amelynek négyzete a. Jelölése: 
[image: image65.wmf]a

.

Így: 
[image: image66.wmf](
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 Az értelmezés alapján: 
[image: image67.wmf]a
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Az n-edik gyök fogalma: Legyen a tetszőleges valós szám, n pozitív egész szám. Az n-edik gyök a jelenti azt a valós számot, amelynek n-edik hatványa a. Jelölése: 
[image: image68.wmf]n
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. Ha n páros szám, akkor az a szám csak nemnegatív valós szám lehet.

Így: 
[image: image69.wmf](
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 Az értelmezés alapján: ha n páros 
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A gyökvonás azonosságai:

Négyzetgyök
n-edik gyök
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A logaritmus fogalma: Legyen a egytől különböző, pozitív valós szám, és b is pozitív valós szám. Az a alapú logaritmus b jelenti azt a hatványkitevőt, amelyre a-t emelve b-t kapunk. Jelölése: 
[image: image80.wmf].
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A logaritmus definíciója alapján: 
[image: image81.wmf]b

a

b

a

=

log

.    A 10-es alapú logaritmus jelölése: lg b.

A logaritmus azonosságai:
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Feladatok:
1. Számolja ki a következő kifejezések pontos értékét: 
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2. Mely valós számokra értelmezhetőek az alábbi kifejezések?
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3. Határozza meg a következő hatványok értékét!
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4. Határozza meg a következő értékeket:
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5. Állítsa nagyság szerint növekvő sorrendbe a következő számokat!

A:= 
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B:= 
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6. Hozza egyszerűbb alakra: 
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7. Mennyi a pontos értéke? 
[image: image99.wmf]7
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8. Adja meg a kifejezés legegyszerűbb pontos értékét! 
[image: image100.wmf]27
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9. Mivel egyenlő? 
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10. Melyik szám a nagyobb?
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2.6. Betűkifejezések

Elmélet:

Betűket (változókat), számokat, műveleti jeleket és egyéb matematikai szimbólumokat tartalmazó kifejezéseket, leírásokat, összefüggéseket, képleteket algebrai kifejezéseknek nevezzük.

A racionális algebrai kifejezések a négy alapműveletet és az egész kitevőjű hatványozást tartalmazzák. Ezek lehetnek:   - egész kifejezések (változók csak a számlálóban vannak)

 - tört kifejezések (a nevező változót tartalmaz).

Az egész kifejezések lehetnek: - egytagúak (a számok és betűk között csak szorzás és pozitív egész kitevőjű hatványozás szerepel)

- többtagúak (egytagúak összege és különbsége)

Polinomok: az egytagú és többtagú racionális egész algebrai kifejezések.

A rendezett egytagú polinomoknál elől áll a racionális szám (az együttható), amelyet a változók követnek abc sorrendben. Az egynemű rendezett egytagú polinomok legfeljebb az együtthatójukban különböznek, egyébként különneműek. A rendezett többtagú polinomoknál a tagokat a változók fogyó hatványai szerint írjuk le.

A polinomok fokszáma: - egytagúaknál a benne szereplő változók kitevőinek összege

- többtagúnál a legmagasabb fokú tagjának fokszáma

- racionális szám fokszáma nulla

Algebrai tört: két polinom hányadosa, ha a nevező legalább elsőfokú polinom. Az algebrai tört értelmezési tartományát azok a számok adják, amelyeket a változó helyére beírva a nevező helyettesítési értéke nem nulla.

Műveletek algebrai kifejezésekkel, nevezetes azonosságok:

Összeadni, kivonni csak egynemű kifejezéseket lehet. (A műveleteket az együtthatókkal végezzük el, a betűs kifejezés változatlan marad.)

Egytag szorzása illetve osztása egytaggal: külön elvégezzük a szorzást illetve az osztást az együtthatókkal, majd az azonos alapú hatványokkal; a különböző alapú hatványoknál csak jelöljük a szorzást illetve az osztást.

Többtag szorzása illetve osztása egytaggal: a többtagú kifejezés minden tagját megszorozzuk illetve elosztjuk az egytaggal.

Többtag szorzása többtaggal: minden tagot minden taggal szorzunk.

Két tag összegének négyzete: 
[image: image106.wmf](
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Két tag különbségének négyzete: 
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)

2

2

2

2

b

ab

a

b

a

+

-

=

-

.

Két tag összegének és különbségének szorzata: 
[image: image108.wmf](
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Két tag összegének köbe: 
[image: image109.wmf](
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Két tag különbségének köbe: 
[image: image110.wmf](
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Három tag összegének négyzete: 
[image: image111.wmf](
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Nevezetes szorzatok: 
[image: image112.wmf](
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[image: image113.wmf](
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Algebrai kifejezés szorzattá alakítása: 

· kiemeléssel (a többtagú polinom minden tagját elosztjuk a közös tényezőkkel, azaz a legnagyobb közös osztóval; leírjuk a kiemelt tényezőket, majd utána zárójelben a hányadosokat)

· nevezetes azonosságok alkalmazásával.

Algebrai törtek egyszerűsítése, bővítése:

Egytagú számláló és nevező esetén a számlálót és a nevezőt ugyanazzal a számmal vagy kifejezéssel elosztjuk illetve megszorozzuk.

Többtagú számláló és nevező esetén úgy egyszerűsítünk, hogy előbb szorzattá alakítjuk a számlálót és a nevezőt, majd a közös tényezőkkel osztunk. Bővítésnél a számláló és a nevező minden tagját ugyanazzal a számmal vagy kifejezéssel szorozzuk.

Algebrai törtek összeadása, kivonása:

Azonos nevezőjű törtek esetén a számlálókat összeadjuk illetve kivonjuk, a nevezőt változatlanul leírjuk.

Különböző nevezőjű törtek esetén előbb bővítéssel közös nevezőt kell létrehozni, majd utána elvégezni az összeadást, illetve kivonást.

Algebrai törtek szorzása, osztása:

Tört szorzása egész kifejezéssel: a tört számlálóját szorozzuk az egész kifejezéssel.

Tört szorzása törttel: a számlálót a számlálóval, a nevezőt a nevezővel szorozzuk.

Tört osztása egész kifejezéssel: a tört számlálóját osztjuk, vagy a nevezőjét szorozzuk az egész kifejezéssel.

Tört osztása törttel: az osztó tört reciprokával szorozzuk az osztandó törtet.

2.7. Arányosság

Elmélet:

Két változó mennyiség egymással egyenesen arányos, ha a két mennyiség összetartozó, nullától különböző értékeinek hányadosa állandó. Grafikonja az x tengellyel szöget bezáró origón áthaladó félegyenes.

Két változó mennyiség egymással fordítottan arányos, ha a két mennyiség összetartozó, nullától különböző értékeinek szorzata állandó. Grafikonja hiperbola.

A százalék századrészt jelent. Jelölése:%. A százalékszámításnál alkalmazott fogalmak:

a : alap (az a mennyiség, amelynek valamilyen századrészét kell venni)

p : százalékláb (a századrészek száma)

e : százalékérték (az alapmennyiség része)

Százalékszámítás: 
[image: image114.wmf]100
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Feladatok:
1. Mely valós számokra értelmezhetőek az alábbi kifejezések?
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2. Alakítsa szorzattá az alábbi kifejezéseket!
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3. Hozza a legegyszerűbb alakra az alábbi kifejezést!
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4. Egy blúz árát először 30%-kal, majd végkiárusításként az új árat további 50%-kal csökkentették. Így 1750Ft-ért elkelt. Mennyi volt a blúz eredeti ára?

5. Egy iskola tanulóinak 8%-a jelest, 24%-a jót, 23%-a elégségest és 5%-a elégtelent kapott matematikából a félévi osztályozás során. Hányan jártak ebbe az iskolába, ha 240-en közepes matematika jegyet kaptak?

6. Egy országban a választáson a szavazókorú népesség 62,4%-a vett részt. A később győztes pártra a 43,6%-uk szavazott.
a. Hány százaléka ez az összes szavazónak?

b. Mennyi a szavazóképes össznépesség, ha a győztes pártra 10610496-an szavaztak?

2.8. Egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlőtlenségek 

Elmélet:

Az egyenlőség egy logikai függvény (nyitott mondat), amely a benne szereplő változótól függő állítást (ítéletet) fejez ki. Az állítás igaz vagy hamis voltát logikai értéknek nevezzük. Az egyenlőség lehet egyenlet, azonosság, ellentmondás.

Az egyenlet olyan egyenlőség, amely a benne szereplő változóknak (ismeretleneknek) csak meghatározott értékei mellett igaz. A változók ezen értékeit az egyenlet gyökeinek nevezzük.

Az azonosság olyan egyenlőség, amely a benne szereplő változóknak bármely értékére igaz. A változóktól független igaz állítás.

Az ellentmondás olyan egyenlőség, amely a benne szereplő változók semmilyen értékére nem igaz. A változóktól független hamis állítás.

Az egyenlet alaphalmazán a valós számoknak azt a legbővebb részhalmazát értjük, amelyen az egyenlet értelmezhető. (Az egyenletben szereplő kifejezéseknek értelme van.)

Az egyenlet megoldáshalmazán, vagy igazsághalmazán az egyenlet azon gyökeinek összességét értjük, amelyek részei az alaphalmaznak.

Az egyenletek megoldása (gyökeinek meghatározása) történhet grafikusan (koordináta-rendszerben függvények ábrázolásával), vagy algebrai módon egyenletrendezéssel. Egyenletrendezés során mérlegelvvel ekvivalens átalakításokat (az eredeti és az átalakított egyenlet igazsághalmaza egyenlő) végezve jutunk az egyenlet gyökeihez.

Elsőfokú egyismeretlenes egyenlet: 
[image: image122.wmf].
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  Megoldása: 
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Ha egy egyenlet több változót tartalmaz, akkor egyértelmű megoldásához annyi független egyenletre van szükség, ahány változó van. Ezek az egyenletek egyenletrendszert alkotnak. Az egyenletrendszerek megoldhatók grafikusan, algebrai módon behelyettesítéssel, egyenlő együtthatók módszerével, új ismeretlen bevezetésével.

Az egyismeretlenes másodfokú egyenlet általános alakja: 
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 , ahol a, b, c az egyenlet együtthatói 
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. Az egyenlet diszkriminánsa: 
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Az egyenlet megoldóképlete szolgáltatja a gyököket:
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Az egyenlet gyöktényezős alakja: 
[image: image128.wmf](
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A gyökök számát a diszkrimináns határozza meg:  - ha D > 0, akkor két különböző valós gyök

- ha D = 0, akkor két egybeeső valós gyök

- ha D < 0, akkor nincs valós gyök.

Összefüggések gyökök és együtthatók között (Viete-formulák):
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Ha két különböző kifejezést a 
[image: image130.wmf]£
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 relációjelekkel kapcsolunk össze, akkor egyenlőtlenséget kapunk. Ha az egyenlőtlenség a benne szereplő ismeretlenek minden értéke mellett fennáll, akkor azonos egyenlőtlenségről beszélünk. Az egyenlőtlenség megoldása általában egy intervallum, az alaphalmaz egy részhalmaza.

Egyenlet, egyenlőtlenség megoldásának szabályai, feltételek:

Változóval osztani tilos, gyökvesztéssel jár. Helyette kiemelést alkalmazunk.

Egyenlőtlenség mindkét oldalát negatív számmal szorozva illetve osztva az egyenlőtlenség iránya megfordul.

Egyenlőtlenségnél változót tartalmazó kifejezéssel szorozni, osztani tilos, helyette esetvizsgálat kell (hol pozitív illetve negatív a kifejezés).

Abszolút értékes kifejezést tartalmazó egyenletben abszolút érték jel elhagyása csak esetvizsgálattal, a definíció alapján lehet.

Olyan egyenleteknél, amelyekben a változó nem minden valós számértékére értelmezett művelet szerepel, meg kell határozni az értelmezési tartományt (azt a számhalmazt, amelyen minden az egyenletben szereplő kifejezés értelmezett).

Feltételek, kikötések:
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Feladatok:
1. Oldja meg az alábbi egyenletet! 
[image: image132.wmf]3
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2. Oldja meg a következő egyenletet! 2sinx = 1

3. Melyek azok a negatív egész számok, amelyek eleget tesznek az alábbi egyenlőtlenségnek?     
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4. Oldja meg az egyenletrendszert a 
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 számhalmazon!

3x + 2y = 1

7x + 5y = 4

5. Mely valós x-re teljesülnek az alábbi egyenletek?
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6. Gyöngyi 17 évvel fiatalabb a szomszédasszonyánál. Ha Gyöngyi kétszer annyi idős lenne, mint amennyi, épp 1 évvel volna öregebb a szomszédasszonyánál. Hány éves Gyöngyi és hány éves a szomszédasszony?

7. Oldja meg az egyenletet a valós számok halmazán! 
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8. Oldja meg a következő egyenletet! 
[image: image139.wmf]2
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9. Oldja meg az egyenletet a negatív számok halmazán! 
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10. Oldja meg a valós számok halmazán a következő egyenletet! 
[image: image141.wmf](
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11. Melyek az egyenlet valós megoldásai? 
[image: image142.wmf]2
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12. Oldja meg az alábbi egyenletet! 
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2.9. Középértékek, egyenlőtlenségek 

Elmélet:

Legyen a és b két tetszőleges nemnegatív valós szám. A két szám számtani (aritmetikai) közepén a számok összegének felét értjük. 
[image: image144.wmf]2
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Legyen a és b két tetszőleges nemnegatív valós szám. A két szám mértani (geometriai) közepén a számok szorzatának négyzetgyökét értjük. 
[image: image145.wmf]b
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Kapcsolat a számtani és a mértani közép között: bármely két nemnegatív valós szám mértani közepe nem nagyobb e két szám számtani közepénél. 
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Feladatok:
1. Öt férfi tömegének a számtani közepe 76 kg. Közülük négyen 72, 74, 75, illetve 81 kg-ot nyomnak. Mennyi az ötödik ember tömege?

2. Derékszögű háromszögben az átfogóhoz tartozó magasság az átfogót 3cm és 5cm hosszúságú darabokra osztja. Mekkora az átfogóhoz tartozó magasság?

3. Jelölje meg egy számegyenesen a 
[image: image148.wmf]5

 pontos helyét!

4. Egy háromszög egyik szöge a másik két szög számtani közepe. A két nagyobbik szög együttvéve akkora, mint a legkisebb szög 3-szorosa. Mekkorák a háromszög szögei?

5. Jack két aranyrögöt talált, az egyik igazán szép darab volt. Miután megmérte őket, így büszkélkedett barátjának Jimnek: „A két aranyrög tömegének számtani közepe 68g, mértani közepe 60g. Ha gyorsan megmondod mekkora a tömegük, akkor a kisebbiket  neked ajándékozom.” Segítsen Jimnek kitalálni az aranyrögök tömegét!

3.1. A függvény

Elmélet:

Legyen adott az A és B két nem üres halmaz. Az A halmaz minden egyes eleméhez rendeljük hozzá a B halmaz egy elemét. Ez a hozzárendelés egyértelmű, és ezt a hozzárendelést az A halmazon értelmezett függvénynek nevezzük.

Az A halmaz a függvény értelmezési tartománya, B pedig a képhalmaz. A B halmaz azon elemei, amelyeket az A halmaz elemeihez rendeltünk alkotják a függvény értékkészletét. Az értékkészlet lehet maga a B halmaz, vagy annak egy valódi részhalmaza.

Az olyan hozzárendelést, amelynek megfordítottja (inverze) is függvény, kölcsönösen egyértelmű hozzárendelésnek nevezzük.

A függvény megadása: egy függvény akkor adott, ha ismert az értelmezési tartomány, a képhalmaz, és a hozzárendelés módja. (A matematikai függvényeket, amelyeknél az értelmezési tartomány és az értékkészlet is számhalmaz, általában képlettel adjuk meg.) pl. 
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. Az x változó helyére adott számot helyettesítve kiszámolható a függvény adott helyhez tartozó helyettesítési értéke. Pl. az előbbi függvénynél x = 3 esetén y = 50.

A függvények jellemzői:

Értelmezési tartomány (Df): a valós számoknak az a legbővebb részhalmaza, amelyekre a hozzárendelés szabályában szereplő műveletek értelmezhetőek (az x változó lehetséges értékei).

Értékkészlet (Rf): a valós számoknak az a legbővebb részhalmaza, amelyet a hozzárendelésben szereplő műveletek elvégzése után kapott értékek alkotnak (az y változó lehetséges értékei).

Zérushely: az az x érték, amelyhez tartozó függvényérték nulla (ahol a grafikon érinti, vagy metszi az x tengelyt).

A függvény menete: lehet monoton növekvő, csökkenő, vagy konstans, attól függően, hogy az értelmezési tartomány növekvő elemeihez (x tart mínusz végtelentől plusz végtelenig) az értékkészletből milyen számok sora tartozik (növekvő, csökkenő, vagy állandó értékek).

Szélsőérték: maximum, ha a függvénynek létezik véges legnagyobb értéke; minimum, ha a függvénynek létezik véges legkisebb értéke.

Paritás: - a függvény páros, ha f(-x) = f(x)   (a grafikon az y tengelyre tükrös)

 - a függvény páratlan, ha f(-x) = -f(x)   (a grafikon az origóra tükrös)
 - nem páros és nem páratlan: egyébként

Periódusosság: a függvényértékek ismétlődése meghatározott intervallumonként.

Függvénytranszformációk:

Az alapfüggvény f(x)

	Függvényérték transzformáció
	Függvényváltozó transzformáció

	f(x)+c  ha c>0, akkor az y tengely mentén c-

                      vel való eltolás pozitív irányba

            ha c<0, akkor negatív irányba
	f(x+c)  ha c>0, akkor az x tengely mentén c-

                      vel való eltolás negatív irányba

            ha c<0, akkor pozitív irányba

	cf(x)   ha c>1, akkor az y tengely mentén c-

                        szeresére nyúlik a függvény

          ha 0<c<1, akkor zsugorodik
	f(cx)  ha c>1, akkor az x tengely mentén c-ed

                       részére zsugorodik a függvény

          ha 0<c<1, akkor nyúlik 

	- f(x)  a függvény tükröződik az x tengelyre
	f(-x)   a függvény tükröződik az y tengelyre


3.2. Egyváltozós valós függvények

Elmélet:

Elsőfokú (lineáris) függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x első hatványon szerepel. Általános alakja: 
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, ahol m és b valós számok (ha m = 0, akkor a függvény nulladfokú, konstans függvény). Az m együttható a függvény meredeksége. A függvény jellemzői: értelmezési tartománya és értékkészlete is a valós számok halmaza; zérushelye 
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Másodfokú függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x második hatványon szerepel. Az alapfüggvény: 
[image: image156.wmf](
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: páros függvény

  Szélsőérték: minimum 
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  Menete: 
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A transzformált másodfokú függvény lehet 
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 alakú, melyet teljes négyzetté alakítással 
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Harmadfokú függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x harmadik hatványon szerepel. Az alapfüggvény: 
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: páratlan függvény

  Szélsőérték: nincs

  Menete: szigorúan monoton nő
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Négyzetgyök függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x négyzetgyök alatt szerepel. Az alapfüggvény: 
[image: image171.wmf](
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
[image: image172.wmf][

[

+¥

Î

;

0

x




  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: nem páros és nem páratlan függvény

  Szélsőérték: minimum 
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  Menete: szigorúan monoton nő
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Abszolútérték függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x abszolút érték jel között szerepel. Az alapfüggvény: 
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: páros függvény

  Szélsőérték: minimum 
[image: image181.wmf]0

,

0

=

=

y

x


  Menete: 
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Törtfüggvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x a nevezőben szerepel. Az alapfüggvény: 
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: nincs

  Paritás: páratlan függvény

  Szélsőérték: nincs

  Menete: szigorúan monoton csökken, de x = 0-nál szakadása és „ugrása” van

  Asszimptoták: az x és az y tengely.
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Sinus-függvény: az olyan függvény, amelyben a független változónak, az x-nek a sinusa szerepel. Az alapfüggvény: 
[image: image189.wmf](
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: páratlan függvény

  Periódus: 
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  Szélsőérték: minimum 
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  Menete: 
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Cosinus-függvény: az olyan függvény, amelyben a független változónak, az x-nek a cosinusa szerepel. Az alapfüggvény: 
[image: image201.wmf](
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: páros függvény

  Periódus: 
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  Szélsőérték: minimum 
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  Menete: 
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Tangens-függvény: az olyan függvény, amelyben a független változónak, az x-nek a tangense szerepel. Az alapfüggvény: 
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
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  Értékkészlet: 
[image: image215.wmf]R
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  Zérushely: 
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  Paritás: páratlan függvény

  Periódus: 
[image: image217.wmf]p


  Szélsőérték: nincs

  Menete: szigorúan monoton nő

  Asszimptoták: az 
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Exponenciális függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x a hatványkitevőben szerepel. Az alapfüggvény: 
[image: image220.wmf](
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
[image: image221.wmf]R

x

Î




  Értékkészlet: 
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  Zérushely: nincs

  Paritás: nem páros és nem páratlan függvény

  Szélsőérték: nincs

  Menete: szigorúan monoton nő, ha a>1

                Szigorúan monoton csökken, ha 0<a<1.
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Logaritmus függvény: az olyan függvény, amelyben a független változó, az x a logaritmus után áll. Az alapfüggvény: 
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Jellemzése: Értelmezési tartomány: 
[image: image226.wmf]+
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  Értékkészlet: 
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  Zérushely: 
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  Paritás: nem páros és nem páratlan függvény

  Szélsőérték: nincs

  Menete: szigorúan monoton nő, ha a>1

                Szigorúan monoton csökken, ha 0<a<1.
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Feladatok:

1. Ábrázolja az 
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 függvényt! Határozza meg a függvény zérus helyeit!

2. Ábrázolja és jellemezze az 
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3. Ábrázolja és jellemezze az 
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4. Állapítsa meg az 
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 függvény zérus helyeit!

5. Ábrázolja és jellemezze a valós számok halmazán értelmezett 
[image: image234.wmf](
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 függvényt! Számolja ki a következő függvényértékeket: f(-2)= ?       f(0)= ?

6. Mik az alábbi függvények zérus helyei?
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7. Ábrázolja közös koordináta-rendszerben az  f: 
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 függvényeket! Határozza meg mely x értékre lesz g(x) > f(x) !

8. Tekintse az f: 
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9. Ábrázolja és jellemezze az 
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10. Határozza meg az 
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 függvény szélsőértékének helyét és értékét!

3.3. Sorozatok
Elmélet:

A számsorozat fogalma: Sorozatnak nevezzük a pozitív egész számok halmazán értelmezett számértékű függvényt.

Megadási módok: - szöveges utasítással, a jellemző tulajdonság megadásával

pl.:{vegyük a természetes számok és reciprokaik összegét}

{a pozitív páros számok}

- képlettel: pl.: an=2n

- a hozzárendelés megadásával: pl.: n→3n

- rekurzív módon: pl.: a1=5  an=an-1+7

Számtani sorozat fogalma: Számtani sorozat az olyan sorozat, amelyben bármely két szomszédos tag különbsége állandó.

Számtani sorozat általános tagja: 
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Az első n elem összege: 
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Mértani sorozat fogalma: Mértani sorozat az olyan sorozat, amelyben bármely két szomszédos tag hányadosa állandó.

Mértani sorozat általános tagja: 
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Az első n elem összege: 
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Kamatos kamat számítása: t összeg, p%-os kamatláb esetén, n év alatt, T összegre nő fel


[image: image251.wmf]n
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Feladatok:

1. Egy könyvszekrényben 7 polc van. A legalsó polcon 51 könyv van és minden további polcon hárommal kevesebb, mint az alatta levőn. Hány könyv van ebben a könyvszekrényben?

2. Egy számtani sorozat ötödik tagja 21, hatodik tagja 33. Határozza meg a sorozat első elemét és differenciáját!

3. Egy színházi nézőtér első sorában 20 ülőhely van. Minden további sorban kettővel többen tudnak helyet foglalni, mint az előzőben. Hányan ülhetnek a kilencedik sorban?

4. Egy mértani sorozat első tagja 2, negyedik tagja 54. Határozza meg a sorozat ötödik tagját és az első 5 tag összegét!

5. Egy mértani sorozat első és harmadik tagjának az összege 25, a második és a negyedik tag összege 50. Melyik ez a sorozat?

6. Igaz-e, hogy az 
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általános taggal megadott sorozat mértani sorozat? Ha igen, adja meg a sorozat első tagját és kvóciensét!

7. Betettünk a bankba 1000000Ft-ot. 10 év múlva 6,07%-os kamatláb mellett mennyi pénzt vehetünk ki? (A kamatláb közben nem változik.)

8. Egy bank 8%-os kamatot ad évente. Mennyi pénzt tegyünk be, hogy 10 év eltelte után 2000000 Ft-unk legyen? (A kamatláb közben nem változik.)

9. Egy országban ma a lakosság 15millió, 100 évvel ezelőtt 10 millió volt. Hány %-os az évi átlagos népszaporulat?
4.1. Elemi geometria

Elmélet:

Térelemek (definiálás nélküli alapfogalmak): pont, vonal, egyenes, ív, felület, sík, test.

Pont jelölése nagy nyomtatott betűkkel történik, pl. A, B, C…

Egyenes jelölése kis betűkkel történik, pl. e, f, g, h….

Sík jelölése: S. (Több sík esetén indexben írt számokkal különböztetjük meg őket.)

Szakasz: az egyenes két pontja közötti része az egyenesnek. (jelölése két végpontjával, vagy kisbetűvel). 

Félegyenes: az egyenest egy pontja két félegyenesre osztja.

Szög: Egy pontból kiinduló két félegyenes (szögszárak) és a közöttük található síkrész (szögtartomány).  Jelölésük: görög kis betűkkel (α, β, γ, δ, ε, φ…) vagy  pl. BAC
[image: image253.wmf]Ë

  (a szög csúcsa ekkor az A pontban van, B az egyik, C a másik száron levő pontok).

Szögfajták:- teljesszög: (a szögszárak egybeesnek, a szögtartomány a teljes sík) 360o-os

· nullszög: (a szögszárak egybeesnek, szögtartomány nincs) 0o-os

· hegyesszög: 0o-nál nagyobb, de 90o-nál kisebb szög

· derékszög: 90o-os szög

· tompaszög: 90o-nál nagyobb, de 180o-nál kisebb szög

· egyenesszög: (szárai egy egyenest alkotnak) 180o-os

· homorúszög: 180o-nál nagyobb, de 360o-nál kisebb szög

· forgásszög: 360o-nál nagyobb szög

· konvex szög: 0o≤α≤180o
· konkáv szög: 180o<α<360o
Szögpárok: - mellékszögek (egyik száruk közös, másik száruk egy egyenesre illeszkedik és ellenkező írányú); mellékszögek összege 180o 

· pótszögek: összegük 90o
· kiegészítő szögek: összegük 180o
· egyállású szögek: szárak páronként párhuzamosak és azonos irányúak

· váltószögek: szárak páronként párhuzamosak és ellentétes irányúak

· csúcsszögek: ha a váltószögek szárai egyeneseket alkotnak

Egyenlőek egymással az egyállású szögek; a váltószögek; a csúcsszögek; a merőleges szárú konvex szögek.

Térelemek kölcsönös helyzete:

Illeszkedőek, ha egyik tartalmazza a másikat.

Párhuzamosak:- két egyenes párhuzamos, ha egy síkban vannak és nincs közös pontjuk

· két sík párhuzamos, ha nincs közös pontjuk

Metszőek: - két egyenes metszi egymást, ha pontosan egy közös pontjuk van

- két sík metszi egymást, ha pontosan egy közös egyenesük van

Kitérőek: két egyenes kitérő, ha nincsenek egy síkban 

Térelemek távolsága:

Pontnak egyenestől való távolságán a pontból az egyenesre bocsátott merőleges szakasz hosszát értjük.

Pontnak síktól való távolságán a pontból a síkra bocsátott merőleges szakasz hosszát értjük.

Párhuzamos egyenesek távolságán az egyik egyenes egyik pontjából a másik egyenesre bocsátott merőleges szakasz hosszát értjük.

Párhuzamos síkok távolságán az egyik sík egyik pontjából a másik síkra állított merőleges szakasz hosszát értjük.

Térelemek szöge:

Két metsző egyenes hajlásszögén a metszéskor keletkezett kétféle szög közül a nem nagyobbat értjük.

Két párhuzamos egyenes hajlásszöge 0o.

Két kitérő egyenes hajlásszögének nevezzük a tér egy tetszőleges pontján átmenő, az adott egyenesekkel párhuzamos egyenesek hajlásszögét.

Egyenes és sík hajlásszöge: - ha párhuzamosak, akkor hajlásszögük nulla

· ha az egyenes merőleges a síkra, akkor hajlásszögük 90o
· ha az egyenes nem merőlegesen metszi a síkot, akkor hajlásszögüket az egyenesnek és a síkra merőleges vetületének hajlásszöge adja

Két sík hajlásszöge: - ha párhuzamosak, akkor hajlásszögük nulla

· ha a két sík metszi egymást egy egyenes mentén, akkor a metszésvonal egy tetszőleges pontjában mindkét síkon merőlegest állítunk a metszésvonalra. Az így kapott két egyenes hajlásszöge adja a két sík hajlásszögét.

Kör: azon pontok halmaza a síkon, amelyek a sík egy adott pontjától egyenlő (adott) távolságra vannak.

Gömb: azon pontok halmaza a térben, amelyek a tér egy adott pontjától egyenlő (adott) távolságra vannak.

Szakaszfelező merőleges: a szakasz felezőpontján áthaladó, a szakaszra merőleges egyenes.

Szögfelező: egy szög szögtartományát két egyenlő részre osztó egyenes.

4.2. Geometriai transzformációk

Elmélet:

Az olyan függvényeket, amelyeknek értelmezési tartománya és értékkészlete is ponthalmaz, geometriai transzformációknak nevezzük. Az értelmezési tartomány elemei a tárgypontok (P), az értékkészlet elemei a képpontok (P’).

Egybevágósági transzformációk: az olyan geometriai transzformációk, amelyek a sík bármely P és Q pontjaihoz úgy rendelik hozzá a P’ és Q’ pontokat, hogy a P’ és Q’ pontok távolsága egyenlő a P és Q pontok távolságával. Egybevágósági transzformáció az eltolás, a tengelyes tükrözés, a középpontos tükrözés, a pont körüli forgatás.

Tengelyes tükrözés: Legyen adott a síkban egy t egyenes. A t egyenes minden pontjához rendeljük hozzá önmagát. A t egyenesre nem illeszkedő tetszőleges P ponthoz rendeljük hozzá a P’ pontot úgy, hogy a PP’ szakaszt a t egyenes merőlegesen felezze. Ezt a hozzárendelést nevezzük tengelyes tükrözésnek.

Tulajdonságai: - távolságtartó

· szögtartó

· egyenestartó

· illeszkedéstartó

· alakzattartó; de a körüljárási irányt megváltoztatja

Középpontos tükrözés: Legyen adott a síkban egy O pont. Az O ponthoz rendeljük hozzá önmagát. Az O-tól különböző tetszőleges síkbeli P ponthoz rendeljük hozzá a P’ pontot úgy, hogy az O pont felezze a PP’ szakaszt. Ezt a hozzárendelést nevezzük középpontos tükrözésnek.

Tulajdonságai: - távolságtartó

· szögtartó

· egyenestartó

· illeszkedéstartó

· alakzattartó; és a körüljárási irányt is megtartja

Pont körüli elforgatás: Legyen adott a síkban egy O pont és egy α szög, amelyre teljesül hogy 0o≤α≤360o, valamint egy forgási irány (az óramutató járásával megegyező: negatív; ellentétes: pozitív). Az O ponthoz rendeljük hozzá önmagát. Az O-tól különböző tetszőleges síkbeli P ponthoz rendeljük hozzá a P’ pontot úgy, hogy OP=OP’ és POP’
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=α teljesüljön, valamint az elforgatás iránya megegyezzen az adott forgatási iránnyal. Ezt a hozzárendelést nevezzük pont körüli forgatásnak.

Tulajdonságai: - távolságtartó

· szögtartó

· egyenestartó

· illeszkedéstartó

· alakzattartó; és a körüljárási irányt is megtartja

Eltolás: Legyen adott a síkban egy irányított szakasz (vektor). A sík tetszőleges P pontjához rendeljük hozzá a P’ pontot úgy, hogy a P kezdőpontú és a P’ végpontú szakasz iránya megegyezzen az adott iránnyal és a PP’ hossza legyen egyenlő az adott szakasz hosszával. Ezt a hozzárendelést nevezzük eltolásnak.

Tulajdonságai: - távolságtartó

· szögtartó

· egyenestartó

· illeszkedéstartó

· alakzattartó; és a körüljárási irányt is megtartja

Két alakzat, síkidom egybevágó, ha létezik olyan egybevágósági transzformáció, illetve transzformációk szorzata, amely az egyik alakzatot a másik alakzatba viszi át. Az egybevágóság jele: 
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       Két háromszög egybevágó, ha: - oldalaik páronként megegyeznek

·  két oldaluk és az általuk közbezárt szög páronként egyenlő

·  két oldaluk és a nagyobbik oldallal szemben fekvő szögük páronként egyenlő

·  egy oldaluk és a rajta fekvő szögek páronként egyenlők

Egy síkbeli alakzat tengelyesen szimmetrikus, ha van olyan síkbeli egyenes, amelyre az alakzatot tükrözve, önmagát az alakzatot kapjuk. (Az egyenes az alakzat szimmetriatengelye.)

Egy síkbeli alakzat középpontosan szimmetrikus, ha van olyan síkbeli pont, amelyre az alakzatot tükrözve, önmagát az alakzatot kapjuk. (A pont az alakzat szimmetriaközéppontja.)

Középpontos hasonlóság: Legyen adott a síkban egy O pont és egy 
[image: image256.wmf]0
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 valós szám. Az O ponthoz rendeljük hozzá önmagát. Az O-tól különböző tetszőleges síkbeli P ponthoz rendeljük hozzá az OP egyenesen a P’ pontot úgy, hogy 
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 teljesüljön. Ha λ>0, akkor P’ pont az O kezdőpontú P-t tartalmazó félegyenesen van, ha λ<0, akkor O pont a PP’ szakaszon van. (λ a hasonlóság aránya). Ezt a hozzárendelést nevezzük középpontos hasonlóságnak.

Tulajdonságai: - aránytartó

· szögtartó

· egyenestartó

· illeszkedéstartó

· alakzat és képe hasonló, körüljárási irányuk azonos

Hasonlósági transzformációnak nevezzük középpontos hasonlóság és egybevágósági transzformációk szorzatát. (Transzformációk szorzata: több transzformáció egymás utáni alkalmazása; a képpont lesz a következő transzformáció tárgypontja.)

Két alakzat, síkidom hasonló, ha létezik olyan hasonlósági transzformáció, illetve transzformációk szorzata, amely az egyik alakzatot a másik alakzatba viszi át. A hasonlóság jele: ~ .

Két háromszög hasonló, ha: - a megfelelő oldalak aránya egyenlő

· két-két megfelelő oldal aránya és az általuk közbezárt szög egyenlő

· két-két megfelelő oldal aránya és a nagyobbik oldalakkal szemközti szögük egyenlő

· két-két szögük páronként egyenlő (a harmadik szögek is egyenlőek)

Hasonló síkidomok területe: Bármely két hasonló síkidom területének aránya egyenlő a hasonlóság arányának négyzetével, illetve a megfelelő szakaszok négyzetének arányával. 
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 , ahol T az eredeti, T’ a hozzá hasonló síkidom területe; a és a’ pedig egy-egy szakasz vagy oldal hossza a megfelelő síkidomban.

Hasonló testek: Bármely két hasonló test felszínének aránya megegyezik a hasonlóság arányának négyzetével; térfogatuk aránya pedig a hasonlóság arányának köbével. 
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Párhuzamos szelők tétele: Ha egy szög szárait párhuzamos egyenesekkel metsszük, akkor az egyik száron keletkező szakaszok aránya egyenlő a másik száron keletkező megfelelő szakaszok arányával.

A tétel megfordítása: Ha két egyenes egy szög száraiból olyan szakaszokat vág le, amelyeknek aránya mindkét száron egyenlő, akkor a két egyenes párhuzamos.

Párhuzamos szelőszakaszok tétele: Egy szög szárait metsző párhuzamosokból a szárak által kimetszett szakaszok aránya megegyezik a párhuzamosak által az egyik szárból kimetszett szakaszok arányával.


[image: image261]
Feladatok:
1. Egy földdarab területe 1:25000 méretarányú térképen 5 cm2. Mekkora a terület a valóságban?

2. Szerkessze meg egy adott hosszúságú szakasz 2/3-át!

3. Egy trapéz alapjai 10,5 cm, illetve 4,8 cm, szárai 2,8 cm, illetve 3 cm hosszúságúak. Számítsa ki a kiegészítő háromszög oldalait!

4. Egy fényképen a kamerától 12 méterre álló fa 7 cm „magas”. Ugyanazon a képen a fa előtt, a kamerához képest 2 méterrel közelebb álló barátunk 4 cm magasságúnak látszik. Milyen magas a fa, ha tudjuk, hogy barátunk 1,8 méter magas? 

5. Gergő a kúp alakú papírtölcsérből a pattogatott kukoricát a tölcsér magasságának felső  ötödéig eszi meg. Öccsének viszi a többit. Kinek jutott több?

6. A Hold sugara 3/11 része a Földének. Hányszor akkora a Föld felszíne és térfogata, mint a Holdé? (Tekintse mindkét égitestet gömb alakúnak!)
4.3. Síkbeli alakzatok, Négyszögek, sokszögek, kör

Elmélet:

Négyszögek:

A négyszögek csoportosítása: 

	Szögek szerint
	Oldalak párhuzamossága szerint
	Oldalak egyenlősége szerint

	· konvex

(minden szöge 180o-nál kisebb)
· konkáv

(egyik szöge 180o-nál nagyobb)
	· két szemközti oldal párhuzamos (trapéz)

· két-két szemközti oldal párhuzamos (paralelogramma)
	· minden oldal egyenlő (négyzet, rombusz)

· két-két szemközti oldal egyenlő (téglalap, paralelogramma)

· két-két szomszédos oldal egyenlő (deltoid)

· két szemközti oldal egyenlő (szimmetrikus trapéz)


Oldalösszefüggések: bármely három oldal összege nagyobb, mint a negyedik oldal.

Szögek kapcsolata:   - a belső szögek összege 360o
· a külső szögek összege 360o
Speciális négyszögek és tulajdonságaik:

- trapéz: olyan négyszög, amelynek van két párhuzamos oldala


[image: image262] 
- paralelogramma: olyan négyszög, amelynek szemközti oldalai párhuzamosak

tulajdonság: szemközti szögei egyenlők

bármely két szomszédos belső szög összege 180o
szemközti oldalai egyenlőek

két szemközti oldala párhuzamos és egyenlő hosszú

két átlója felezi egymást

a) négyzet: oldalai egyenlőek

minden szöge 90o-os

átlói egyenlőek és merőlegesen felezik egymást
b) rombusz: oldalai egyenlőek

átlók merőlegesen felezik egymást

c) téglalap: minden szöge 90o-os

átlói egyenlőek

- deltoid: olyan négyszög, amelynek két-két szomszédos oldala egyenlő

tulajdonság: az átlók merőlegesek egymásra

a különböző hosszúságú oldalak által bezárt szögek egyenlőek

Középvonalak négyszögeknél:

· trapézoknál: a szárak felezőpontját összekötő szakasz

A középvonal hossza a párhuzamos oldalak hosszának számtani közepe.

· paralelogrammáknál: a szemközti oldalak felezőpontjait összekötő szakasz

A középvonal hossza a párhuzamos oldalak hosszával egyenlő.

Sokszögek:

Az olyan konvex sokszöget, amelynek minden oldala és minden szöge egyenlő szabályos sokszögnek nevezzük.

Tételek n oldalú sokszögre: 

Az átlók száma: 
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A belső szögek összege: 
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A külső szögek összege: 
[image: image265.wmf]0
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Kör:

A kör nevezetes vonalai:

- húr: a kör két pontját összekötő szakasz, jele: h

- átmérő: a középponton áthaladó (legnagyobb) húr, jele: d; d=2r

- szelő: a kör két pontján áthaladó egyenes, jele: sz

- érintő: a kör egy pontján áthaladó egyenes, jele: e

- körív: a körvonal két pontja közötti görbe vonal, jele: i

A kör részei:

- körcikk: a körlap azon része, amelyet egy ív és két sugár határol

- körszelet: a körlap azon része, amelyet egy húr (szelő) és egy ív határol

Tételek, összefüggések:

· Thalész-tétele: Ha egy kör egyik átmérőjének két végpontját összekötjük a kör bármely más pontjával, akkor derékszögű háromszöget kapunk. Az átmérő a derékszögű háromszög átfogója.

· A tétel megfordítása: A derékszögű háromszög köré írható kör középpontja az átfogó felezőpontja. Az átfogó a kör átmérője.

· A kör érintője merőleges az érintési pontba húzott sugárra.

· Külső pontból a körhöz húzott érintőszakaszok egyenlő hosszúak.

· A középponti szög egyenesen arányos a hozzá tartozó körív hosszával, valamint a körcikk területével: 
[image: image266.wmf];
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· A középponti szög mérése történhet fokokban vagy radiánban, a kétféle szögmérés közötti kapcsolatot leíró összefüggés: 
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Feladatok:

1. Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 7 cm, az alapon fekvő szögei 60o-osak, szárai 4 cm-esek. Mekkora a rövidebb alapja?

2. Egy 10 cm sugarú körbe írt téglalap oldalainak aránya 3:4. Mekkorák a téglalap oldalai?

3. A Szudánban épült duzzasztógát keresztmetszete 473 m2  területű trapéz, melynek magassága 22 méter, tetejének szélessége 11 méter. Milyen széles a gát alapja?

4. Egy derékszögű deltoid formájú sárkány hosszabbik átlója 1,3 méter. Az egyik oldala 50 cm. Milyen hosszú a másik átló?

5. Mennyi egy 13 oldalú konvex sokszög belső szögeinek összege, és hány átlója van?

6. A k kör középpontjától 38 cm távolságra van a P pont. A P-ből húzott két érintőszakasz 120o-os szöget zár be. Mekkorák az érintőszakaszok és a kör sugara?

7. Egy gazda körbejárja a kerítés mentén konvex hétszög alakú kertjét. Minden csúcsnál fordulni kell valamennyit az addigi menetirányhoz képest. Mennyi az összes fordulat szögeinek összege? 
4.4. Vektorok síkban és térben

Elmélet:

Az irányított szakaszt nevezzük vektornak. Egy szakasz irányított, ha adott a szakasz végpontjainak sorrendje, azaz a kezdőpont és a végpont. Az irány jelzése nyíllal történik.

A vektor jelölése: - kezdő és végpont megadásával pl. 
[image: image269.wmf]AB

 

  - aláhúzott kisbetűkkel: 
[image: image270.wmf]a


  - nyomtatásban vastagon szedett kisbetűkkel: a

Vektor abszolútértéke: a vektor nagysága azaz hossza, kezdő és végpontjának távolsága.  
[image: image271.wmf]a


Nullvektor az olyan vektor, amelynek kezdő és végpontja egybeesik. Jelölése:
[image: image272.wmf]0

; nagysága nulla, iránya tetszőleges.

Ellentett vektorok: olyan vektorok, amelyek párhuzamosak, azonos nagyságúak, de ellentétes irányúak. Pl. 
[image: image273.wmf]AB

 ellentettje: 
[image: image274.wmf]AB

-

 vagy 
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Két vektor egyenlő, ha párhuzamosak, azonos irányúak és egyenlő nagyságúak.

Műveletek vektorokkal

Összeadás: Az egyik vektor végpontjába eltoljuk a másik vektor kezdőpontját. Az összegvektor (eredő) az első vektor kezdőpontjából a második vektor végpontjába mutat. A vektorösszeadás kommutatív és asszociatív művelet. 
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[image: image277]
Kivonás: A két vektort közös kezdőpontba toljuk, a végpontokat összekötjük. A kapott szakaszon a kisebbítendő vektor végpontjánál vesszük fel az irányítást jelentő nyilat, így jön létre a különbségvektor. A vektorkivonás nem asszociatív és nem kommutatív.
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Valós számmal szorzás (vektor skalárszorosa): Legyen λ tetszőleges valós szám. . A 
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 jelenti azt a vektort, amelynek hossza az 
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 vektor hosszának 
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-szorosa és iránya megegyezik az 
[image: image282.wmf]a

 vektor irányával, ha λ>0; ellentétes  
[image: image283.wmf]a

 vektor irányával, ha λ<0; a szorzás eredménye nullvektor, ha λ=0. Ha két vektor párhuzamos és egyik sem nullvektor, akkor az egyik felírható a másik számszorosaként. A számmal való szorzás kommutatív, asszociatív, disztributív. 
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Felbontás összetevőkre: Ha adott a síkban két nem párhuzamos vektor 
[image: image285.wmf]a

 és 
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, akkor a síkjukban fekvő bármely 
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 vektor felbontható a két adott vektorral párhuzamos összetevőkre, azaz  
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 és 
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 vektorokat alapvektornak vagy bázisvektornak nevezzük. Az α és β tetszőleges valós számok, amelyeket vektorkoordinátáknak nevezünk. Minden vektorhoz tartozik egy rendezett számpár, s minden rendezett számpárhoz tartozik egy vektor. A vektor felbontása összetevőkre paralelogramma módszerrel történik: a vektorokat közös kezdőpontba toljuk, az összetevőkön egyeneseket fektetünk le, ezekkel húzunk párhuzamosokat a felbontandó vektor végpontján keresztül; az így kimetszett szakaszok irányítással adják a keresett összetevőket.


[image: image291]
Vektorok skaláris szorzata: Két vektor skaláris szorzatán azt a valós számot értjük, amelyet a két vektor hosszának és a hajlásszögük koszinuszának szorzataként kapunk.


[image: image292]
A skaláris szorzat kommutatív és disztributív, de nem asszociatív. Két vektor skaláris szorzata akkor és csak akkor nulla, ha a két vektor egymásra merőleges.

Vektorok a derékszögű koordináta-rendszerben:

A derékszögű koordináta-rendszerben az origóból induló, egység hosszúságú, az x tengely pozitív irányába mutató vektort 
[image: image293.wmf]i

-vel jelöljük. A koordináta-rendszerben 
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 az egyik bázisvektor. A derékszögű koordináta-rendszerben az origóból induló, egység hosszúságú, az y tengely pozitív irányába mutató vektort 
[image: image295.wmf]j

-vel jelöljük. A koordináta-rendszerben 
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 a másik bázisvektor.

Helyvektoroknak nevezzük az origó kezdőpontú vektorokat. A helyvektor koordinátái megegyeznek végpontjának koordinátáival.

Bármely vektor felbontható az egység hosszúságú bázisvektorok segítségével összetevőire, a felbontásban szereplő együtthatók lesznek a vektor megfelelő koordinátái.
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[image: image299]
Vektor 90o-os elforgatottjának koordinátái: Az eredeti vektor koordinátái legyenek (v1;v2). Ekkor a +90o-kal elforgatott vektor koordinátái (-v2 ; v1); a -90o-kal elforgatott vektor koordinátái pedig (v2 ; -v1).

Vektorműveletek a koordináta-rendszerben:

Legyen adott koordinátáival az 
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 vektor. Ekkor a vektorokkal végzett műveletek eredménye:

Összeadásnál vektort kapunk, melynek koordinátái: 
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Kivonásnál vektort kapunk, melynek koordinátái: 
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Skalárral (λ Є R) való szorzásnál vektort kapunk, melynek koordinátái: 
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Skaláris szorzásnál egy valós számot kapunk: 
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Feladatok:
1. Adott a derékszögű koordinátarendszerben két pont : A(5;-4) és B(10;2). Írja fel az A pontba mutató a és a B pontba mutató b helyvektorok koordinátáit! Számolja ki a     2a-1/2b vektor koordinátáit!

2. Jelölje az egységkocka egy csúcsából induló élvektorait a; b; c. Fejezze ki ezekkel a vektorokkal a kocka két különböző lapátlóvektorát illetve egy testátlóvektorát!

3. Adott két vektor a(4;3) és b(-1;2). Mi az ab szorzat értéke? Mekkora a két vektor hajlásszöge?

4. Tekintse egy négyzet összes oldal- és átlóvektorát! Keresse meg közöttük az egyenlőeket!

5. Egy csónak sebessége állóvízben 12 km/h. A csónak a 3 km/h sebességű folyóban a partra merőlegesen indul. Szerkessze meg a csónak eredő sebességét, ha 1 cm-nek vesszük a 3 km/h sebességvektor hosszát! Számítsa ki az eredő sebesség nagyságát! 
4.5. Trigonometria

Elmélet:

Hegyesszögek szögfüggvényeinek értelmezése derékszögű háromszögben:

Az α hegyesszög szinuszán (sin α) a szöggel szemközti befogó és az átfogó hányadosát értjük. Az α hegyesszög koszinuszán (cos α) a szög melletti befogó és az átfogó hányadosát értjük. Az α hegyesszög tangensén (tg α) a szöggel szemközti befogó és a szög melletti befogó hányadosát értjük. Az α hegyesszög kotangensén (ctg α) a szög melletti befogó és a szöggel szemközti befogó hányadosát értjük.


[image: image306]
Nevezetes szögek pontos szögfüggvényértékei:


[image: image307]
Tetszőleges szögek szögfüggvényei (szögfüggvények általánosítása):

Legyen 
[image: image308.wmf]e

 egységhosszúságú helyvektor az 
[image: image309.wmf]i

 és 
[image: image310.wmf]j

 bázisvektorú derékszögű koordináta-rendszerben. Az  
[image: image311.wmf]e

 vektor az 
[image: image312.wmf]i

 vektorral α szöget zár be.

Az α szög szinuszán az 
[image: image313.wmf]e

 vektor második koordinátáját, az α szög koszinuszán az 
[image: image314.wmf]e

 vektor első koordinátáját értjük. Az α szög tangensén a szög szinuszának a szög koszinuszával vett hányadosát értjük, amennyiben az létezik 
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. Az α szög kotangensén a szög koszinuszának a szög szinuszával vett hányadosát értjük, amennyiben az létezik 
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Szögfüggvények közötti összefüggések:

Pitagoraszi összefüggés: 
[image: image318.wmf]1
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Pótszögek szögfüggvényei: 
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Negatív szögek szögfüggvényei: 
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Kiegészítő szögek szögfüggvényei: 
[image: image323.wmf](

)

(

)

a

a

a

a

-

-

=

-

=

o

o

180

cos

cos

180

sin

sin


 
[image: image324.wmf](

)

(

)

a

a

a

a

-

-

=

-

-

=

o

o

ctg

ctg

tg

tg

180

180


Szinusz-tétel: Bármely háromszögben két oldal aránya egyenlő az oldalakkal szemközti szögek szinuszainak arányával. 
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Koszinusz-tétel: Bármely háromszögben az egyik oldal négyzetét úgy számítjuk ki, hogy a másik két oldal négyzetének összegéből kivonjuk ugyanazon két oldalnak és az általuk közbezárt szög koszinuszának kétszeres szorzatát. 
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Feladatok:
1. Egy helikopter 1,7 km magasan van egy vízszintes terep valamely célpontja felett. Ugyanez a helikopter a repülőtérről 35o-os emelkedési szögben látszik. Milyen távol van a repülőtér a célponttól?

2. Mely valós számokra értelmezhető a tg(x – π) kifejezés?

3. Adja meg a pontos értékét! 
[image: image327.wmf]=

3

7

sin

p


4. Egy háromszögben adott a = 14,2 cm, b = 8,4 cm, és az oldalak által közbezárt szög 72,3o. Mekkora a háromszög harmadik oldala?

5. Egy egyenes országútból 40o-os szögben balra egy mellékút ágazik el. Az országúton 25 km-t tovább haladva egy másik mellékút jobbra ágazik el 30o-os szögben. Az első mellékúton 40 km-t, a másikon 30 km-t haladva az elágazásoktól egy-egy településre érkezünk. Milyen messze van a két település egymástól?

6. Milyen hosszúak az óramutatók, ha végpontjuk 9 órakor 15 cm, 4 órakor 18 cm távolságban vannak egymástól?

7. Az α hegyesszögről tudjuk, hogy 
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 . Határozza meg a sin α  pontos értékét!
4.6. Koordinátageometria

Elmélet:

A Descartes-féle derékszögű koordinátarendszerben minden síkbeli geometriai alakzat leírásához, jellemzéséhez, helyének megadásához két koordinátát használunk: x (az első koordináta, abszcissza; vízszintes tengely), és y (a második koordináta, ordináta; függőleges tengely). A sík pontjait nagy betűkkel jelöljük, pl. P(x;y).

Legyen adott a koordinátarendszerben két pont, A(x1;y1) és B(x2;y2). Az A pontból a B pontba mutató vektor: 
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 vektor abszolút értékén a vektor hosszát értjük, azaz a két pont távolságát, a szakasz hosszát: 
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Szakasz felezőpontjának meghatározása: az A(x1;y1) és B(x2;y2) pontok által alkotott szakasz F felezőpontjának koordinátái a megfelelő koordináták számtani közepe, azaz 
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Harmadoló pont koordinátái: Legyen H az A(x1;y1) és B(x2;y2) pontok által alkotott szakasz A-hoz közelebbi harmadoló pontja. Ekkor 
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Szakasz m:n arányú osztópontjának koordinátái: Legyen P az A(x1;y1) és B(x2;y2) pontok által alkotott szakaszt A-tól számítva m:n arányban osztó pont. 
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Legyenek A(x1;y1), B(x2;y2), C(x3;y3) pontok egy háromszög csúcspontjai. A háromszög S súlypontja (a súlyvonalak metszéspontja): 
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Az olyan egyenleteket, amelyeknek megoldáshalmaza egy alakzat pontjainak koordinátáiból áll, az alakzat egyenletének nevezzük. Minden síkbeli alakzathoz tartozik egy egyenlet. Az alakzat egyenlete kétismeretlenes, az ismeretlenek x és y.

Az egyenest jellemző mennyiségek, egyenesek megadása, egyenes egyenletek:

Az egyenes megadható: -     két pontjával P1(x1;y1) és P2(x2;y2)
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· egy ponttal Po(xo;yo) és egy párhuzamos vektorral, irányvektorral 
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· egy ponttal Po(xo;yo) és egy merőleges vektorral, normálvektorral 
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· egy ponttal Po(xo;yo) és az iránytangenssel, meredekséggel
m = tg α (α az egyenesnek az x tengely pozitív irányával bezárt szöge)
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Kapcsolatok az egyenes jellemző adatai között: 

Legyen 
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 az egyenes irányvektora, 
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Egyenesek párhuzamossága, merőlegessége: Legyen az e egyenes irányvektora ve, normálvektora ne, irányszöge αe, meredeksége me és az f egyenes irányvektora vf, normálvektora nf, irányszöge αf, meredeksége mf.

Az e és f egyenes párhuzamos, ha ve = λ·vf,  ne = λ·nf (λ Є Z), αe = αf, me = mf. 

Az e és f egyenes merőleges, ha ve = λ·nf,  ne = λ·vf  (λ Є Z), αe = αf + 90o,  me·mf = -1.
Két egyenes metszéspontja úgy határozható meg, hogy megoldjuk a két egyenes egyenletéből álló kétismeretlenes egyenletrendszert.

A kör megadása, egyenlete:

A kört egyértelműen meghatározza a középpontja C(u;v) és sugara r. A kör általános egyenlete: 
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. Ha a kör középpontja az origó: 
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Minden köregyenlet kétismeretlenes másodfokú egyenlet, ezért adott kétismeretlenes egyenletből, ha az kör egyenlet, meghatározható teljes négyzetté alakítással a kör középpontja és sugara. Az Ax2 + Ay2 + Bx + Cy + D = 0 alakú egyenlet átalakításával az 
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 egyenletet kapjuk, ami kör egyenlet, ha 
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Egyenes és kör kölcsönös helyzete: az egyenes és a kör egyenletéből álló egyenletrendszer megoldásainak számától függően az egyenes metszi a kört, ha két megoldás van (D>0); érinti, ha csak egy megoldás van (D=0); elkerüli, ha nincs megoldás (D<0).

A kör adott ponjába húzott érintő egyenesének meghatározása: mivel a kör érintője merőleges az érintési pontban berajzolt sugárra, így a kör középpontja és az érintési pont által meghatározott vektor normálvektora a keresett egyenesnek, adott pont az érintési pont; alkalmazható az egyenes normálvektoros egyenlete.

Feladatok:
1. Határozza meg az x2 + y2 - 6x + 10y + 9 = 0 egyenletű kör középpontját és sugarát! Hol van a körhöz képest a P(6;-1) és az R(-2;-1) pont?

2. Adott a derékszögű koordinátarendszerben két pont: A(5;-4) és B(10;2). Határozza meg az AB szakasz felezőpontjának a koordinátáit!

3. Egy kör átmérőjének két végpontja: A(4;6) és B(8;0). Írja fel a kör egyenletét!

4. Egy háromszög csúcsainak koordinátái: A(2;2), B(8,1), C(4;6). Mekkora a háromszög kerülete?

5. Írja fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelynek irányszöge 30o, és egy pontja A(-2;3)!

6. A K(-2;3) ponton átmenő egyenes merőleges a 3x = 5y – 7 egyenletű egyenesre. Írja fel az egyenes egyenletét!

7. Írja fel az A(-2;0) és B(3;-1) szakasz felezőpontjának koordinátáit, és határozza meg a szakasz hosszát!

8. Írja fel az A(-3;5) és B(0;-2) szakasz A-hoz közelebbi harmadoló pontjának koordinátáit!

9. Írja fel az origón áthaladó, az A(3,2) és B(-3,5) pontokon átmenő egyenessel párhuzamos egyenes egyenletét!
4.7. Kerület, terület

Elmélet:

Kerület: A síkidomokat határoló vonalak (egyenes szakaszok, ívek) hosszának összege. Jelölése:K.

Terület: A síkidomokat határoló vonalak (kerület) által közrefogott síkrész.

Jelölése: T vagy t.

Háromszög:
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Négyzet:                                                                        Téglalap:


[image: image352]
Rombusz:
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Paralelogramma:
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Trapéz:
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Deltoid:
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Szabályos n szög:
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Kör:                                                                         Körcikk:     
[image: image358]
Körszelet:


[image: image359]
Feladatok:

1. Egy háromszög területe 104cm2. Két oldalának hossza 15cm és 20,5cm. Mekkora a két oldal által bezárt szög és a 20,5cm hosszúságú oldalhoz tartozó magasság?

2. Egy téglalap területe 60cm2, átlója 13cm. Mekkorák az oldalak? Mekkora szöget zárnak be az átlók?

3. Egy rombusz egyik szöge 60o, magassága 
[image: image360.wmf]6

 cm. Számítsa ki oldalának és átlóinak hosszát, valamint a rombusz területét!

4. Egy trapéz területe 576cm2. A trapéz magassága 6cm-rel, egyik alapja 12cm-rel nagyobb, mint a másik alapja. Mekkorák a trapéz alapjai és a magassága?

5. Mekkora a 20cm2 területű szabályos nyolcszög köré írható kör sugara?

6. Egy 8,4cm sugarú körben kijelölt körcikk területe 16cm2. Mekkora a hozzá tartozó ív?
4.8. Felszín, térfogat

Elmélet:

A térnek véges felületekkel határolt részét testnek nevezzük. A test felszíne (A) a határoló felületeinek területe; térfogata (V) a test űrtartalma.

A testek csoportosítása:

	Hengerszerű testek
	Kúpszerű testek
	Csonkakúp-szerű testek
	Forgástestek

	· henger

· hasáb
	· kúp

· gúla
	· csonkakúp

· csonkagúla
	· forgáshenger

· forgáskúp

· gömb


Henger: olyan test, amelyet két párhuzamos egybevágó körlap, ill. egy paralelogramma alakú palást határol.


[image: image361]
Hasáb: olyan test, amelyet két egybevágó és párhuzamos sokszög, ill. annyi paralelogramma határol, ahány oldalú a sokszög.


[image: image362]
             Speciális hasábok pl.: kocka („a” oldalélű): A=6a2; V=a3
téglatest (a,b,c oldalélekkel): A=2(ab+ac+bc); V=abc

Kúp: olyan test, amelyet egy körlap és egy körcikk alakú palást határol.


[image: image363]
Gúla: olyan test, amelyet egy sokszög és annyi egy csúcsba összefutó háromszög határol, ahány oldalú a sokszög.


[image: image364]
Csonkakúp: olyan test, amelyet két párhuzamos körlap és egy körgyűrűcikk határol.


[image: image365]
Csonkagúla: olyan test, amelyet két párhuzamos és hasonló sokszög, valamint annyi egyenlőszárú trapéz határol, ahány oldalú a sokszög.


[image: image366]
Gömb: Azon pontok halmaza a térben, amelyek egy ponttól, a középponttól egyenlő távolságra vannak.


[image: image367]
Mértékegységek, váltószámok (balról jobbra történő váltásnál osztani, fordított esetben szorozni kell a feltüntetett értékekkel 
[image: image368.wmf])
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Felszín: mm2   100   cm2   100   dm2   100   m2   10000   ha   100   km2
Térfogat: mm3    1000    cm3         1000        dm3      1000    m3                    1cm3 = 1ml
                                       ml  10  cl  10  dl  10  l    100  hl                              1dm3 = 1 l
Feladatok:
1. Egy műanyag henger alapkörének belső átmérője 72mm, magassága 10,8cm. Belefér-e fél liter folyadék?

2. Hány négyzetméter csempét kell vásárolnunk egy szabályos hatszög alapú, függőleges falú medence kicsempézéséhez, ha a medence oldala 3m hosszú és mélysége 1,5m? (A burkoláshoz a tényleges méretnél 10%-al többet kell vásárolnunk; a medence alját és oldalát is csempézzük.)

3. Egy sátorlapból, amelynek területe 9m2, egyenes körkúp alakú sátor készíthető. A sátor alapkörének átmérője 2,3m. Milyen magas a sátor? (A sátor alaplapja is a sátorlapból készül.)

4. Egy szabályos négyoldalú egyenes gúla alapéle 40cm, testmagassága 21cm. Mekkora a gúla térfogata és felszíne? Mekkorák az oldalélei?

5. Egy gömb térfogata 27π cm3. Mekkora a sugara és a felszíne?

6. Mekkora átmérőjű hengeres fatörzsből lehet kivágni olyan gerendát, amelynek keresztmetszete 35cm x 25cm-es téglalap?

7. Egy vízgyűjtő medence lefelé keskenyedő csonkagúla alakú. Felső lapja 14m, az alsó 10m oldalú négyzet, mélysége 6m. Mennyi víz fér bele?

8. Egy egyenes csonkakúp alapkörének kerülete 51,7m, fedőköréé 29,8m, térfogata 350m3. Mekkora szöget zárnak be az alkotók az alaplappal? 

5.1. Statisztika

Elmélet:

A statisztika adatok gyűjtésével, rendszerezésével foglalkozik. Segítségével nagy mennyiségű adatot lehet szemléletesen ábrázolni, illetve statisztikai mutatókkal jellemezni. A statisztikai elemzések, mérések mintavételes információk, adatok alapján készülnek.

Ábrázolási módok:   - táblázat

· grafikon

· oszlopdiagram 

· kördiagram

Az egyes adatok előfordulását gyakoriságnak nevezzük, amelyet gyakorisági diagrammon ábrázolunk. A gyakoriság és a minta számának hányadosa a relatív gyakoriság, amelyet általában százalékosan adunk meg.

Statisztikai mutatók:

Átlag (súlyozott számtani közép): Legyenek x1, x2, x3, …, xn valós számok. A számok számtani közepe: 
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Medián: A növekvő nagyság szerint rendezett adathalmaz középső eleme. Ha az adathalmaz páratlan számú (2n+1), akkor mediánja a középső (n+1-edik) adat. Ha az adathalmaz páros számú (2n), akkor mediánja a két középső (az n-edik és az n+1-edik) számtani közepe.

Módusz: A leggyakrabban előforduló érték az adathalmazban.

Terjedelem: Az adatok között előforduló legnagyobb és legkisebb érték különbsége.

Átlagos abszolút eltérés: Az adathalmaz egyes elemeinek az átlagtól való eltérésének átlaga. 
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Szórás: 
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Feladatok:

1. Egy gimnázium tanulóinak életkoráról a következő táblázat készült: 

	A tanulók kora
	13 éves
	14 éves
	15 éves
	16 éves
	17 éves
	18 éves

	A tanulók száma
	72
	65
	120
	128
	110
	80


Készítsen kördiagramot a táblázatból!

2. 20 ember vérnyomását mérték és csak azt figyelték, hogy a vérnyomás alacsony (A), normál (N), vagy magas (M) tartományba esik-e. A következő mintát kapták: M, M, N, M, M, N, A, A, N, N, N, N, M, M, N, N, M, M, A, N. Készítsen a mintából relatív gyakorisági diagrammot és értékelje az eredményt!

3. A 12.A osztály utolsó matematika dolgozatának eredményei 
	osztályzat
	5
	4
	3
	2
	1

	gyakoriság
	1
	3
	6
	11
	4


Számolja ki a móduszt, mediánt, szórást! Ábrázolja a gyakoriságot oszlop diagrammon!

4. Egy utazási iroda által szervezett sítúrák részvételi díja (ezer Ft-ban): 31, 55, 20, 31, 32, 31, 25, 31, 25, 20. Készítse el a részvételi díjak gyakorisági és relatív gyakorisági sorát! Ábrázolja grafikonon a relatív gyakorisági sort!

5. Jelenítse meg grafikusan kétféleképpen az alábbi adathalmazt: 12. A:33 fő; 12. B: 34 fő; 12. C: 27 fő; 12. H: 30 fő.
5.2. Valószínűség számítás

Elmélet:

A valószínűség számítás nagyszámú véletlen kísérlet, tömegjelenség vizsgálatával, törvényszerűségeinek megállapításával foglalkozik. A véletlen jelenségek kimeneteleit (eredményeit) elemi eseményeknek nevezzük. Jelölésük: e1, e2, e3,…, en.

 Az elemi események összességét eseménytérnek (teljes eseményrendszernek) nevezzük és E-vel jelöljük: E={e1, e2, e3,…, en}.

Esemény alatt az eseménytér valamelyik részhalmazát értjük és nagy betűvel jelöljük. Pl. kockadobásnál A= „legfeljebb hármat dobunk”.

Biztos esemény az az esemény, amely egy kísérletnél feltétlenül bekövetkezik. Jele: I.

Lehetetlen esemény az az esemény, amely egy kísérletnél sohasem következik be. Jele: O.

Ha egy esemény az n megfigyelésből álló kísérletsorozatban k-szor következett be, akkor a k számot az esemény gyakoriságának nevezzük, ahol k Є N és 0 ≤ k ≤ n.

Ha egy n megfigyelésből álló kísérletsorozatban egy esemény gyakorisága k, akkor a 
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 hányadost az esemény relatív gyakoriságának nevezzük. 
[image: image373.wmf]1

0

£

£

n

k

.

Azt a számot, amely körül egy esemény relatív gyakorisága ingadozik, az esemény valószínűségének nevezzük és P-vel jelöljük. Egy tetszőleges A esemény valószínűsége P(A).

Egy tetszőleges esemény valószínűsége nemnegatív és legfeljebb egy: 0 ≤ P(A) ≤ 1.

A valószínűség klasszikus kiszámítása:Ha egy véletlen jelenséget olyan véges sok elemi esemény segítségével írunk le, amelyek egyenlően valószínűek, akkor egy esemény valószínűsége egyenlő a kedvező elemi események és az összes elemi esemény számának hányadosával. 
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A biztos esemény valószínűsége: P(I)=1; a lehetetlen esemény valószínűsége: P(O)=0.

Feladatok:

1. Egy urnában 4 piros és négy fekete golyó van. Egyszerre kihúzunk 2 golyót. Mennyi annak a valószínűsége, hogy mindkét golyó piros lesz?

2. Egy dobozban 5 sárga kocka van. Hány fehéret tegyünk hozzá, hogy a fehér kocka húzásának valószínűsége legalább 80% legyen?

3. Mennyi annak a valószínűsége, hogy két szabályos dobókockát feldobva a dobott pontok összege kilenc?

4. Mi a valószínűbb: egy csomag (32 lapos) magyar kártyából királyt húzni elsőre (4 király van), vagy egy csomag (52 lapos) francia kártyából figurás lapot húzni elsőre? (A francia kártyában is négy szín van, színenként 9 szám és 4 figurás lap.)

5. Egy nagy dobozban 6 különböző pár cipő van. Véletlenszerűen kiválasztunk 2db cipőt. Mennyi a valószínűsége annak, hogy ez a két darab éppen egy pár lesz?

6. Melyiknek nagyobb a valószínűsége egy szabályos játékkockával páratlan számot, vagy prímszámot dobni?
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Belső szögek összege: α+β+γ=180o
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Legyen A és B két tetszőleges halmaz. A és B unióján egy olyan halmazt értünk, amelynek elemei A és B halmaz közül legalább az egyiknek elemei.


Jelölése: � EMBED Equation.3  ���
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Legyen A és B két tetszőleges halmaz. A és B metszetén egy olyan halmazt értünk, amelynek elemei A-nak és B-nek is elemei.
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Legyen A és B két tetszőleges halmaz. A és B különbségén egy olyan halmazt értünk, amelynek elemei az A halmaznak elemei, de a B halmaznak nem elemei.


Jelölése: A\B
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Legyen H nem üres részhalmaza A. Az A halmaznak a H halmazra vonatkozó komplementerének a H\A halmazt nevezzük.


Jelölése: � EMBED Equation.3  ���=H\A
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